
เมตริกซและ ดีเทอรมิแนนต

1. เรื่องทั่วไปของเมตริกซ
สมบัติท่ีควรทราบ
1.1  ถา A, B และ C เปนเมตริกซท่ีมีมิติเดียวกัน จะไดวา

1.  (A + B) + C = A + (B + C)  (สมบัติการเปลี่ยนกลุม)
2.  ถา A + B = A + C แลว B = C  (สมบัติการตัดออก)
3.  A + B = B + A (สมบัติการสลับที่)
4.  จะมีเมตริกซ 0 ที่มีมิติเดียวกับ A ที่ทําให A + 0 = A = 0 + A (การมีเอกลักษณ)
5.  สําหรับทุกเมตริกซ A จะมีเมตริกซ -A ที่ทําให A + (-A) = (-A) + A = 0 (การมีอินเวอรส)

1.2  ถา A, B และ C เปนเมตริกซท่ีสามารถคูณกันได จะไดวา
1.  (AB)C = A(BC)  (สมบัติการเปลี่ยนกลุม)
2.  A(B + C) = AB + AC  (สมบัติการกระจาย)

(B + C)A = BA + CA
3.  ถา k ∈ R  จะไดวา k(AB) = (kA)B = A(kB)
4.  0A =  0  = A0
5.  มีเมตริกซที่ทําให 1A = A = A1
6.  โดยทั่วไป

6.1  AB  ≠  BA
6.2  (A ± B)2  ≠  A2 ± 2AB + B2  (จะเทากันไดเมื่อ AB = BA)
6.3  (A + B)(A - B)  ≠ A2  - B2  (จะเทากันไดเมื่อ BA = AB)

7.  ถา AB = AC  ไมจําเปนที่ B = C
8.  ถา AB = 0  แลว ไมจําเปนที่ A = 0  หรือ  B = 0

1.3  กําหนด A เปนเมตริกซใด ๆ และทรานสโพสของเมตริกซ A เขียนแทนดวย At แลวจะไดวา
1.  (At)t =  A
2.  (A ± B)t =  At ± Bt

3.  (AB)t =  BtAt

4.  (kA)t =  kAt , k ∈ R
5.  (A-1)t =  (At)-1

6.  (At)n =  (An)t
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1.4  เมตริกซสมมาตร (Symmetric Matrix) A จะเปนเมตริกซสมมาตรก็ตอเม่ือ At = A เชน

1  2  3
A  = 2  5  6

3  6  1

1.5  เมตริกซเสมือนสมมาตร (Skew Symmetric Matrix) A  จะเปนเมตริกซเสมือนสมมาตร
ก็ตอเมื่อ At = -A นั่นคือ เมตริกซ A จะตองมีสมบัติ คือ

1.  A เปนเมตริกซจตุรัส
2.  aij  =  - aij ทุกคา i ≠ j
3.  aij  =  0

    1  2  3
เชน A  =    2  5  6

    3  6  1

2. อินเวอรสการคูณของเมตริกซ
2.1  การหาอินเวอรสการคูณของเมตริกซ

1.  เมตริกซมิติ 2 x 2

ถา  A  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

d
b

c
a  , a, b, c, d ∈ R แลว

      A-1  =  
bcad −

1  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
− a

b
c

d  , ad - bc ≠ 0

2.  เมตริกซมิติ 3 x 3

A-1  =  
Adc −

1 .adjA

เมื่อ  A  = 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

33

32

31

23

22

21

13

12

11

c

c

c

c

c

c

c

c

c

Cij  =  (-1)i+j Mij
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2.2  สมบัติของอินเวอรสเมตริกซ

จะเรียกเมตริกซที่ไมสามารถหาอินเวอรสไดวา เมตริกซเอกฐาน (Singular Matrix) จะ
เรียกเมตริกซที่สามารถหาอินเวอรสไดวา เมตริกซที่ไมใชเมตริกซเอกฐาน (Non-Singular Matrix)
กําหนด A, B และ C เปนเมตริกซจตุรัส n x n และ A เปนเมตริกซที่ไมใชเมตริกซเอกฐาน แลว

1.  (A-1)-1 =  A
2.  (AB)-1 =  B-1A-1

3.  AB =  AC แลว B = C
     BA =  CA แลว B = C
4.  A-n =  (A-1)n

5.  kA-1 =  
k

1 A-1 , k ≠ 0

6.  (At)-1 =  (A-1)t

7.  เรียก A วา เมตริกซเชิงตั้งฉาก (Orthogonal Matrix) ก็ตอเมื่อ At = A-1

3. ดีเทอรมิแนนต (Determinant)
3.1  การหาคาดีเทอรมิแนนตของเมตริกซ

1.  เมตริกซ 1 x 1
     ถา A = [a], a ∈ R แลว det(A) = a
2.  เมตริกซ 2 x 2

     ถา A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

d
b

c
a  , a, b, c, d ∈ R แลว det(A) = ad - bc

3.2  สมบัติของ Determinant
กําหนด A และ B เปนเมตริกซจตุรัส มิติ n x n แลว
1.  det (A)   =  det(At)
2.  โดยทั่วไปไมจําเปนที่ det(A + B) = det(A) + det(B)
3.  det(AB)   =  det(A) det(B)

4.  det(A-1)   =  
)det(

1

A
 ถา A เปนเมตริกซที่สามารถหาอินเวอรสการคูณได

5.  det(Am)   =  (det A)m , m ∈ I
6.  det(kA)   =  kn det(A), k ∈ R
7.  A  เปน Non-Singular Matrix ก็ตอเมื่อ det(A) ≠ 0
8.  det(In)   =  1  และ det(0)  =  0
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9.  ถา A เปนเมตริกซที่มีสมาชิกทุกตัวในแถวใดแถวหนึ่ง หรือหลักใดหลักหนึ่งเทากับ 0

แลว det(A) = 0

เชน  A  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

1
5

0
0 , det(A)  =  0

10.  ถา A เปนเมตริกซจตุรัสที่มีสมาชิกใน 2 แถว หรือ 2 หลักซ้ํากันแลว det(A) = 0

เชน  A  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
1

2
1 , det(A)  =  0

11.  ถา A เปนเมตริกซจตุรัส และ B เปนเมตริกซใหมที่เกิดจาก A โดยการสลับที่กัน
ระหวางแถวคูใดคูหนึ่งหรือหลักคูใดคูหนึ่งของ A เพียงคูเดียวแลว det(B) = -det(A)

เชน  A  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

2
5

3
1 , det A  =  17

         B  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

− 5
2

1
3 , det B  =  -17

12.  ถา A เปนเมตริกซจตุรัส และ B เปนเมตริกซที่เกิดจากการคูณแถวคูใดคูหนึ่ง หรือ
หลักใดหลักหนึ่งของ A ดวยคาคงที่ C แลว det B =  C det A เชน

         A  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
2

3
1 ,  det A  =  -2

B เกิดจากการนําจํานวนจริง 2 คูณหลักที่ 1 ของ A

         B  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
2

6
2 ,  det B  =  -2

จะเห็นวา det B = 2 det A

4. การแกสมการเชิงเสนหลายตัวแปรของสมการ Ax = B, B ≠ 0
1.  หาไดจาก x = A-1 B

โดย A = เมตริกซสัมประสิทธิ์ x = เมตริกซตัวแปร B = เมตริกซคาคงที่
1.  ถา A เปน Non-Singular Matrix (det(A) ≠ 0) ระบบสมการนี้จะมีคําตอบเดียว คือ x = A-1 B
2.  ถา A เปน Singular Matrix (det(A)) = 0 แลว

2.1  ระบบสมการนี้จะมีคําตอบจํานวนมากมายไมจํากัด หรือระบบสมการไมมีคําตอบ
2.2  ระบบสมการไมมีคําตอบ

2.  โดยใช Cramer's Rule จะไดวา xi = 
A

A
i

เมื่อ Ai  เปนเมตริกซที่เกิดจากการเอาเมตริกซ B มาแทนที่หลักที่ I ของ A
       xi  เปนตัวแปรตัวที่ i, i = 1, 2, 3, …
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เมตริกซ

••แนวขอสอบเรื่องเมตริกซ

1.  ให a, b, c เปนจํานวนจริงและ  A  = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

1
1
0

1
1
1

c
b
a

ให Cij(A)  คือ  โคแฟกเตอรของสมาชิกในตําแหนงแถวที่ i  หลักที่ j ของ A
ถา C12(A) = 1  และ  det (A) = -5  แลว a เทากับคาในขอใดตอไปนี้
1.  -5 2.  -1 3.  2 4.  3

2.  เซตของจํานวนจริง x ทั้งหมดที่ทําใหเมตริกซ A = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

5
0

3
1
0

2
1 2x

x
  เปนเมตริกซเอกฐานคือขอใด

1.  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+

2

535
,

2

535
,1 3.  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+

4

53
,

4

53
,1

2.  { }335,335,1 −+ 4.  { }53,53,1 −+

3.  กําหนดให  A =  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

011
112
121

 และ  I =  
⎢
⎢
⎣

⎡

0
0
1

 
0
1
0

 
⎥
⎥
⎦

⎤

1
0
0

  ถา B เปนเมตริกซที่ทําให  AB = BA = I

แลว
คาของ det(adj B-1) เทากับขอใดตอไปนี้
1.  1 2.  16 3.  25 4.  36

4.  กําหนดให  A  =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
1

1
0 , B = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −
− 3

1
1

2   และ  C = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

2
0

1
1   ถา  X = (B + C)A  แลว  X-1 คือ

เมตริกซในขอใดตอไปนี้

1.  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

1
1

1
2 2.  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

1
1

1
2 3.  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
− 1

1
1

2 4.  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
−
−

1
1

1
2

5.  ให  A และ B เปนเมตริกซจตุรัสมิติ 4x 4 และ I  เปนเมตริกซเอกลักษณมิติ 4 x 4
โดยที่  A(adj A) - BA = I  ถา det B = 0  แลว  det A มีคาเทากับขอใดตอไปนี้
1.  -1 2.  0 3.  1 4.  2
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6.  ถา  A = 
nxnij

a ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  เมื่อ aij  เปนจํานวนจริง  และ n เปนจํานวนเต็มที่มากกวา 1 แลว ขอความตอไปนี้

ขอใดผิด
1.  det(AAt) = det(A2)
2.  det(KA)2  =  K2n det(A2)  เมื่อ K เปนจํานวนจริง
3.  det(A2 + A) = [det(A) + 1] det(A)
4.  [det(A)]I = A(adj A) = (adj A)A

7.  ให A เปนเมตริกซมิติ 3 x 3  และ I  เปนเมตริกซเอกลักษณมิติ 3 x 3 ถา B = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

012
103
121

 และ

C = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

120
213
320

  สอดคลองกับสมการ AB - AC - 
2

1 I = 0  แลว A-1  คือเมตริกซขอใดตอไปนี้

1.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
−

112
110

201
   2. 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−−
−

224
220

402
    3. 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−−

112
110
201

    4.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−−

224
220
402

8.  ถา  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

13
11  แลว  det(-2A3At(A+At) เทากับขอใดตอไปนี้

1.  768 2.  -768 3.  384 4.  -384

9.  ถา  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

θθ
θθ

sincos
cossin  และ  B = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
− θθ

θθ
2cos2sin
2sin2cos  แลว  det AB มีคาเทากับขอใดตอไปนี้

1.  θθ 3coscos1 22
++ 3.  θθ 3coscos1 22

−+

2.  θθ 3coscos1 22
+− 4.  θθ 3coscos1 22

−−

10.  ขอใดถูก

1.  ถาเมตริกซ U = [1 -1 -4],  X = [0 1 2],  V = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

1
0
5

 และ  Y = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−
2
1

1
 แลวเมตริกซ  3UV - 2XY = [3]

2.  ถา ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

aa 2
12  เปนซิงกูลารเมตริกซแลว  a = 2

3.  ถา A และ B เปนเมตริกซจตุรัสที่มีมิติเดียวกันและ det (AB) = 0  แลว det (A) = 0 หรือ det (B) = 0
4.  ถา A เปนนอนซิงกูลารเมตริกซมิติ 2 x 2 แลว  det ((2A)-1) = det(2A-1)
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11.  กําหนด  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

− θθ
θθ
2cos2sin

2sin2cos ,  I = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

10
01   และ B = A2 + (A-1)2 + 2I  ดังนั้น (A-1)2   B         

มีคาตรงกับขอใด
1.  2I 2.  4I 3.  4A 4.  8A

12.  กําหนดให  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

z
yx

3
2 ,  B = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
− y

y
2

2 ,  C = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

10
1 a   ถา AB = C  แลว a จะมีคาเทากับ

คาในขอใดตอไปนี้

1.  
36

29 2.  
36

27 3.  
36

19 4.  
36

17

13.  ถา A เปนเมตริกซ  ซ่ึง A 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−
−−

1230
639

12015
 = 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

−

100
030
003

  จงหา A-1

1. 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

415
312
201

    2.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

214
123
502

    3.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

412
041
213

4.  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−−

410
213
405

14.  ให A, B เปนเมตริกซจตุรัส,  I แทนเมตริกซเอกลักษณและ  0 แทนเมตริกซศูนยซ่ึงมีมิติเดียวกัน
ขอความใดตอไปนี้ไมจริง
1.  ถา AA = 0  แลว A = 0
2.  ถา AB = 0  แลว A เปนแนวซิงกูลารเมตริกซ แลว B = 0
3.  ถา A เปนนอนซิงกูลารเมตริกซ  และ B เปนนอนซิงกูลารเมตริกซแลว AB เปนนอนซิงกูลาร

เมตริกซ
4.  ถา A เปนนอนซิงกูลารเมตริกซแลว จะมีเมตริกซ X ซ่ึงทําให AX = B

15.  ให A, B, C เปนเมตริกซจตุรัส และ 0 เปนเมตริกซจตุรัสที่มีมิติเดียวกัน ตอไปนี้ขอใดเปนจริง
1.  ถา AB = 0  แลว  A = 0  หรือ B = 0 3.  (AB)t = AtBt

2.  ถา AC = BC และ C ≠ 0 แลว  A = B 4.  det(AB) = det(BtAt)
16.  กําหนดให A และ B เปนเมตริกซที่มีมิติ 2 x 2  โดยที่ A * B = AB - BA ขอความใดตอไปนี้ไมถูกตอง

1.  A * = B * A 3.  A * I = I * A
2.  A * A = 0 4.  A * (B + C) = (A*B) + (A*C)

17.  กําหนดให ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

10
32  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

dc
ba  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

13
24  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

43
21   จงหา det ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

dc
ba

1.  0 2.  1 3.  -2 4.  
2

1
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18.  สมการตอไปนี้มีคําตอบสําหรับ a, x, y  ซ่ึง x ≠ 0 และ y ≠ 0  จงหาคาของ a และความสัมพันธ

ระหวาง x กับ y จาก ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

42
13  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

y
x  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

y
x

a

1.  a = 2 , y = x เทานั้น 3. a = 2 , y = -x  และ a = 5 , y = 2x เทานั้น
2.  a = 3 , y = 2x เทานั้น 4.  a มีคาไมจํากัด เพราะจะมี 2 สมการ 3 ตัวแปร

19.  กําหนดให  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

xy
yyx 632 , B = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

2
3

y
x , det (A) = 7 , det (B) = 5 และ xy < -5

ถา  C = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

yxy
yxx   แลว  det (C) มีคาเทาใด

1.  17 2.  13 3.  9 4.  4

20.  กําหนด  A = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−

10
11   แลว  A + A2 + A3 + … + A2001 เทากับขอใด

1.  A999

2.  A1000

3.  A1001

4.  A2001


